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INTRODUZIONE 


di Lo scopo di questo seminario vuole essere la presentazione di alcu- 
ni risultati, concernenti le equazioni astratte degeneri, ottenuti in collabora- 
zione con A. Favini ([FP1], [FP2], [FP3]); di qualche aspetto di essi è già sta- 
ta data comunicazione in questi Seminari, ma sarà forse utile ripresentare per 


sommi capi l'impostazione seguita. 


2. Lo schema generale delle equazioni studiate dà luogo al seguente 


problema di Cauchy astratto: 


E (M(E)U(t)) + L(t)U(E) = F(tyu(t)), | teto,t) 


(M(t)u(t));_g = W, 
dove L(*), M(-) sono (funzioni a valori) operatori chiusi in un Banach X (con do- 
minio C Y), f è continua, nf x. 


Lo studio viene diviso in due parti distinte: 
(a) si studia anzitutto l'equazione 'algebrizzata' 
(P1) BMu + Lu = h(u) 


in uno spazio di funzioni a valori in Y; questo equivale a tradurre l'equazione in 
(P), dove compare la derivata d/dt, in una equazione in uno spazio funzionale an- 
che nell'incognita temporale (tipicamente, uno spazio di funzioni ad es. hòlderia- 
ne, da [0,t] ad uno spazio di Sobolev nelle variabili di spazio). E' chiaro come 
questo permetta di ottenere risultati di regolarità temporale in termini di spazi 
in cui prescrivere la soluzione; le ipotesi su B saranno naturalmente influenzate 


dalla interpretazione privilegiata che si vuo] poter dare di B come di una deriva- 
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zione (con condizioni iniziali). 

(b) Bisogna poi naturalmente imporre condizioni sotto le quali (P) è effettivamen 
te riducibile a (P1), l'equazione algebrica: questo coinvolge la definizione stes 
sa di soluzione; nel caso delle equazioni astratte (ma non solo di esse), molti 
concetti diversi di soluzione sono stati introdotti - e mi riallaccio qui alle 
considerazioni fatte da A. Venni in uno dei seminari precedenti. In questo caso 
la soluzione verrà comunque intesa strettamente, come una funzione per cui i due 
membri della equazione sono perfettamente definiti ed eguali, mentre la condizio 
ne iniziale va intesa come valore per t=0 (per una discussione dei vari tipi di 


definizione proposti, vedi [V]). 


LO STUDIO DELL'EQUAZIONE (P1) 
3. Per trasformare la (P1) in una equazione di punto fisso, è opportuno 
avere risultati di esistenza e dipendenza continua dai dati per l'equazione linea 
re (in cui h non dipende da u), e si ha: 

TEOREMA ([FP1]). Data l'equazione 


(P2) (B+s)Mu + Lu = h, SER 


con L,M operatori lineari chiusi da Fin E, B da E in sé, hEE (E,F sono spa- 


zi di Banach), facciamo le seguenti ipotesi: 


(HI) B è densamente definito e WzEC con |arg z-m|] < 9<m/2 (0 z = 0), esiste 


ary * e questo risolvente decresce con p(8-21) 7}; L(E)| < castiit4|z/1"* 
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(H2) D(L) C (M), L è invertibile e (ZM+L) si inverte se z#0 e larg z| < 
< t-$te (e>0), con 


L(zHL) "TH; L(E)]  cost(1+|2|)®  osaci 


1 


(H3) Se T= MLT, V= (E, 2(8)), x 001, il commutatore [B; (27+1)}) su 


2(B) ha estensioni limitate in (E), L(V) con stime (se X= E o V) 
prBs(e1+)"*; LI s c(1+]2])9, osoci 


Sotto queste ipotesi si può provare che esiste un'unica soluzione in \ se a<8<1, 
hEV ed s è sufficientemente grande. Si ha però soltanto Lu, BMu € (E; 2(B)),_ i 
perdendo così in regolarità temporale. Di qui l'interesse prevalente del caso 

a=0 in (H2). Ancora, si può avere s=0 richiedendo che la norma di po sia piccola: 


ciò restringe le applicazioni al provare esistenza /ocale per le soluzioni. 


4. La dimostrazione si basa sulla costruzione di un operatore 


sf | 2742141)" 18(8-2) faz, Fer 


° 2ri 


dove r è la curva in figura; la manipolazione formale di esso permette facilmente 


di vedere come scrivere la soluzione. Le ipotesi (H1)-(H2)-(H3) garantiscono di 
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poter scrivere Sf e la correttezza dei passaggi formali. Piuttosto che riportare 
l'analogo risultato del caso non lineare, osserviamo in che modo si enuncino i ri 
sultati di regolarità temporale: come appartenenza ad uno spazio interpolato tra 
E ed il dominio di B, cosa che apaprirà naturale se si pensa all'interpretazione 


di B come derivata rispetto a t. 


APPLICAZIONI 


5. Questi risultati si possono applicare allo studio del problema dege- 


nere lineare 


= (M(t)u(t)) + L(t)u(t) = (4) 
(P3) 
(M(t)u(t)) 0 "No 


direttamente, oppure usare la sua versione astratta per studiare (P): nel seguito 
tratteggerò per sommi capi due applicazioni, una delle quali ad una equazione li- 


neare del tipo di (P3). 


6. (Equazioni integrodifferenziali degeneri ) 
Le equazioni integrodifferenziali astratte sono state studiate a fon- 


do da Da Prato, Sinestrari, Lunardi ed altri (vedi [DP], [L1], [L2], [LS]). Sfrut- 


tando questi risultati, in [FP3] è provato che, dato il problema di Cauchy 


t 
— (Mu(t)) + Lu(t) -[ K(t-s)u(s)ds + f(t), tel0,t] 
(o) 
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(L, Mcostanti; esiste mol e = genera un semigruppo analitico in uno spazio 
X) esso ha soluzione sotto le seguenti ipotesi (cfr. [DP]), leggermente più re- 


strittive del necessario: 

(i) 2(K(s)) = 2(L) vse[o,t] 

(ii) s + K(s)x è fortemente misurabile Vx e D(L) 
(iii) IK(s); (2(L),X)] < cost su [041]; 


(iv) fecl ro,x e, posto wa, = Muf M(2(L)) si ha 


sup Jt°L(emeL) 7! 


[f(0)-Lu}; X| < +0, 
t>I1 
Si ha una unica soluzione su [0,1] se si impone (Mu)', Lue ‘agi RETI GP ma 1>0 deve 
essere sufficientemente piccolo: in altre parole, si ha esistenza /ocale della so- 
luzione, sebbene il problema sia lineare. Questo può sorprendere, ma è facile ve- 
dere che, in caso di degenerazione, non si può in generale avere soluzione global 
mente definita. 
Dal punto di vista formale, la richiesta che 1>0 sia sufficientemente 
piccolo deriva dalla necessità di risolvere una equazione del tipo di (P2) con 
s=0 e quindi (vedi sopra) di avere g* piccolo in norma. Confrontando con i risul 
tati citati si noterà soprattutto che la regolarità temporale è enunciata in ter 


mini di spazi vg anziché, come in essi ([L1], [LS]), di spazi h°. 


Ta (Equazioni paraboliche degeneri) 


Presento un caso legato, per chiarezza, a funzioni in due variabili 
(una sola variabile di spazio, dunque). 


Dato il problema 
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2 2 
"e: + 1)u(t,x) = —u(t,x)-ku(t,x) + 
dx dx 


(k>0, un parametro) 


lo spazio ambiente è t= {feC[0,1;C], f(0) = f(1)=0}. Se si realizza L con 


2 
ant “Li + kf, D(L) = tue C°[0,1;C], u, u" in 0, mt si annullano} 
dx 
dl 
ed Mè — + I, con la condizione ai limiti, w. = u +u"conu eQ(L) e y è com 
dl (o) (o) (o) (o) = 


patibile con LA nel senso che 


$d è cÈ da [0,t] x Rì con 


sup Rd (0,u (x),...)| piccolo 
x € [0,7] 3 


v(t,0,p,0) = Ae (t,0,930) =0 WpeR, vite [0,1] 
2 
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2 


CE + 1v(x) = dl 


il problema ai limiti O,u (x),....) +u" - ku 
dx O) o 


Co) 
ha soluzione v e2(L) 


allora possiamo tradurre il problema nello sche 


ma astratto impostato e dire che 
vi è una soluzione cl1) 


nel tempo su [o,x] (1>0 sufficientemente piccolo), con 


9É (1) 
pri dae + l)u di classe ancora C nel tempo. 
dx 


Risultati analoghi, legati anche a quelli di [S1], [S2], possono venire ottenuti 
anche in dimensione superiore. 
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